


Capitulo 1 - Calculo com niimeros reais
Potenciacao

Elementos de uma potenciac¢ao:

Z
| — a —C S
4 — ~
a = base b = expoente
¢ = poténcia

Poténcia de um numero real com expoente
natural

Dado um niimero real “a” qualquer e um nimero
natural “n” sendo n>1, a poténcia ar é o produto de n
fatores iguais ao fator a.

an=a.a.a.a..a
Exemplos:

a) 5°=5.5.5
b) 4°=4.4
Poténcia de um nimero real com expoente
inteiro

Os ntimeros inteiros dividem-se em inteiros
positivos, inteiros negativos e o nimero zero.
Sendo assim, a maneira de calcular as poténcias
quando o expoente é negativo, difere do calculo
para expoentes positivos.
Poténcia com expoente negativo

Seja x -yuma poténcia de expoente negativo,
o resultado dessa operacdo é: o inverso de x
elevado a y, em termos matematicos:

(1/x) -v.

Exemplos:

) G-
b) a =(W) =11_0

c) Definicoes

Todo numero elevado a zero é igual a um
a’=1
Poténcia com expoente 1
Qualquer niimero, elevado a 1 serd igual a ele
mesmo. De modo geral: a'=a
Toda poténcia de base 1 é igual ao proprio 1.
Nas poténcias com base 1, dados por 1n,
sendo n pertencente aos reais, ndo importa o
valor de "n", sera sempre 1.
1n=1
Poténcias com base igual a 0
Toda poténcia com base igual a 0, O», sendo o
expoente n >0, serd igual a zero.
On=0
Propriedades de Poténcia

Produto de Poténcias de mesma base: No
produto de poténcias de mesma base, repete-se a
base e soma-se os expoentes.

Exemplo: 23 22 = 23+2 = 25,

Quociente de Poténcias de mesma base: No
quociente de poténcias de mesma base, repete-se a
base e subtrai-se os expoentes.

Exemplo: 23. 2% = 232 = 21,

Poténcia de Poténcia: Nos casos em que ha
uma potenciacdo elevada a um outro expoente,
existem duas situa¢des que devem ser analisadas.
12 situacdo: Caso em que a primeira poténcia esta
separada da segunda por parénteses.

Exemplo: (3%)3 - Nesses casos, resolve-se primeiro a
primeira poténcia para que assim, possa-se resolver
a poténcia externa aos parénteses. Assim, 3°=3.3 =
9e9°=9.9.9 =729. Mas hd uma outra maneira de
resolver estes tipos de poténcias, basta que se
multiplique o expoente de dentro do paréntese pelo
expoente que esta fora. Desse modo, temos: (32)° =
36=3.3.3.3.3.3=729.

22 situagdo: Caso a primeira poténcia nido esteja
separada por parénteses da segunda, elevamos
primeiro os expoentes um ao outro, e depois
resolvemos a poténcia com a base inicial.

Poténcia de wuma multiplicacdo: A
multiplicagdo de dois ou mais fatores elevados a um
dado expoente é igual a multiplicacdo desses fatores,
cada um elevado ao mesmo expoente:

Exemplo: (a.b)n = (an. bn)

Poténcia de uma divisdao: A divisdo de dois
fatores elevados a um dado expoente é igual a
divisdo desses fatores, cada um elevado ao mesmo
expoente.

Exemplo: a™



Poténcia de base 10

Na poténcia de base 10 algumas definicdes sdo
importantes:
12: O numero de zeros na poténcia é igual ao valor
do expoente.
Exemplo: 104 = 100; 10 = 1000.
292: Quando a poténcia possui expoente negativo, o
resultado serd um niimero decimal, onde o nimero
de zeros a esquerda do 1, é igual ao valor absoluto
do expoente.
Exemplo: 10-1=0,1; 10-2=0,01; 103 = 0,001
32: Quando se multiplica um nimero decimal por 10,
102, 103, .., a virgula do ntimero decimal se desloca
para a direita, ou seja, o valor desse niimero tende a
aumentar.
Exemplo: 0,65.10=6,5;7,6.10%=7,6.100 = 760,0
42: Quando se multiplica um nimero decimal por
uma poténcia de base 10, porém com expoente
negativo, o produto serd também um decimal, e a
virgula, desloca-se para a esquerda, ou seja, o valor
desse niumero diminuira.
Exemplo: 45,8.101=45,8.1/10 =45,8/10 = 4,58.

Notacao cientifica

Em notacdo cientifica, um dos fatores é um ntimero
maior ou igual a 1 e menor ou igual a 10 e o outro
fator é uma poténcia de 10.

Situacdes envolvendo notacao cientifica:

1. No pulmio humano, existe
aproximadamente 300 000 000 alvéolos
pulmonares.

Esse nimero apresenta muitos algarismos
iguais a zero. Dessa forma, podemos
reescrevé-lo em notagdo cientifica. Assim
sendo, temos: 300 000 000=3.108

2. Algumas doencas sdo causadas por virus. Um
determinado virus tem cerca de 0,000 000
00000000002=2.10-17.

Exercicios propostos

1. A massa da terra é 6 588 000 000 000 000
000 000 toneladas. Escreva esse nimero em
notacio cientifica.

2. Um atomo é formado por prétons, néutrons
e elétrons. A massa de um elétron em
repouso é: 0,000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 911 kg. Determine a massa do
elétron em notagio cientifica.

3. Determine o valor desses niimeros decimais,
em poténcia de base 10.
a. 0,00001
b. 10000000
c. 0,000000001

d. 100000000000

4. Se uma lapiseira custa R$0,70. Quanto ira
custar:
a. 10 lapiseiras?

b. 100 lapiseiras?

c. 1000 lapiseiras?

5. Aplique as propriedades de poténcia para
43,82, 23
———— na forma de
23 256
uma Unica poténcia de base 2.

escrever a expresséo

6. Aspoténcias 3 *e (-3)*sdo iguais? Justifique
efetuando o calculo.

7. No deposito de uma loja ha 12 caixas, cada
caixa contém 12 latas, e cada lata contém 12
balas. Quantas balas ha no depésito?

8. Considere as igualdades a,b e c.

a. 8x-5x=3x
b. 5z-3x=2x
c. 9x 3x=3x

E correto afirmar que:

i. As trés igualdades sdo verdadeiras.
ii. As trés igualdades sdo falsas.
iii. [ e Il sdo verdadeiras.
iv. I1 e 11l sdo verdadeiras.
V. Apenas uma das igualdades ¢
verdadeira.
Radiciacao

A radiciacdo é a operagdo inversa da
potenciacdo. O sinal que denota a radiciagao é:

n\/’f

Assim sendo, cada letra recebe uma nomenclatura
especifica dentro dessa simbologia, sendo estas,
definidas a seguir:



N - Representa o indice é tem que ser maior ou igual
a 2. Indica quantas vezes o numero procurado foi
multiplicado por ele mesmo.

X - Radicando. Indica o resultado da multiplicacao
do nimero procurado, por ele mesmo.

Obs.: Quando ndo aparecer indice (explicito) na
operacao, isso quer dizer que o indice sera 2. Raizes
em que o indice é 2, recebem o nome de raiz
quadrada; E raizes em que o indice é 3 recebem o
nome de raiz ctbica.

Exemplos:

327 (Lé-se raiz ctbica de 27);

5v/32 (Lé-se raiz quinta de 32);

V400 (Lé-se raiz quadrada de 400).

Poténcias com expoentes racionais

DEFINICAO

Seja “a” um numero real positivo e p/q uma
fracao, onde p € um ndmero inteiro e q € um nimero
natural diferente de 0 (zero). Tem-se que:

ar.':ﬁ

Exemplo:

27 = V23

Propriedades de Radicais

12 propriedade: A raiz enésima de um nimero
elevado a enésima poténcia é o préprio niimero. Em
outras palavras, essa propriedade trata das raizes
em que o indice do radical é igual ao expoente do
radicando. Observe:

n/xn — :/E

22 propriedade: O indice de uma raiz pode ser
multiplicado (ou dividido) por um numero real
qualquer, desde que o expoente do radicando
também seja multiplicado (ou dividido) pelo mesmo
numero. Matematicamente, tem-se:

¥ rm — TW

32 Propriedade: A raiz enésima do produto é
igual ao produto das raizes enésimas. Isto é:

42 Propriedade: A raiz enésima do quociente é
igual ao quociente entre as raizes enésimas.
Observe:

%
Vb

52Propriedade: Uma poténcia de uma raiz
pode ser reescrita trazendo o expoente para o
radicando. Matematicamente, tem-se que:

(Vak)™ V gkm

62 Propriedade: Considerando a raiz enésima
da raiz enésima de um ndmero, é possivel obter o
seu resultado utilizando o seguinte:

ln/ % — n.%

72 Propriedade: Todo radical pode ser escrito
na forma de poténcia com expoente racional. Assim,

tem-se:
/ m
n il

Simplificacdo de raizes nao exatas

Fatores que pertencem ao radicando, cujos
expoentes sdo iguais ou superiores que o indice da
raiz, podem ser extraidos. Realizamos isso através
da decomposicdo em fatores primos, do radicando.
Exemplo: Determine a raiz cibica de 256. Ou seja:

Inicialmente, use a decomposicdo em fatores
primos de 256:

256]2
128|2
642
32|2
162
8|2
4)2
2|2
1
256 = 23.23.22
Em seguida, reorganize os fatores em poténcias de
expoente 3 dentro do radical. Observe:

V256 = VT2

Para finalizar, basta que utilize uma propriedade
dos radicais para fazer a simplificacao da raiz
obtida anteriormente, assim sendo:




V93 .93.92
R
2.2.v/22

Comparacao de radicais

Para radicais com mesmo indice, serd maior
aquele que tiver maior radicando. Mas, para
radicais com indices diferentes, tem-se que
utilizar uma das propriedades de radiciacdo e
transformar os radicais em radicais de mesmo
indice. S6 assim, pode-se comparar esses radicais.
Operag¢des com radicais

ADICAO E SUBTRACAO

12CASO: Os radicais nao sao semelhantes
Devemos  proceder do  seguinte  modo:
a)Extrair as raizes (exatas ou aproximadas)
b) Somar ou subtrair os resultados.

2°CASO: Os radicais sdo semelhantes.
Para adicionar ou subtrair radicais semelhantes,
procedemos como na reducdo de termos
semelhantes de uma soma algébrica.
Exemplo:

5vV2 +3V2 = (5+3)V2 = 82

32 CASO: Os radicais tornam-se semelhantes depois

de simplificados.
Exemplo:
5v3 +/12
5v3 ++/223
5v3 + 243
7V3

MULTIPLICAGAO E DIVISAO

12 Caso - Radicais com mesmo indice: Efetuamos a
operacdo entre os radicandos.
Exemplos:

a)V5.vV7 =35

b) 4V2.5V3 =20V6

22 Caso - Radicais com indices diferentes:
Inicialmente devemos reduzi-los ao mesmo indice

Exemplo:
3y/2 .4/5 = 6/22 . 653 = 6y/4 . 6/125 =
6\/500

Racionalizaciao de denominadores

A racionaliza¢do de denominadores consiste em
obter uma nova fracdo, equivalente, de uma fragao
com denominador racional, que possuia um ou mais
radicais em seu denominador. Para racionalizar o
denominador de uma fragdo, devemos multiplicar os
termos desta fracdo por uma expressao com radical,
denominado fator racionalizante, obtendo assim

uma nova fracdo equivalente com denominador sem
radical.

Casos de racionalizacgao

12 caso: O denominador é um radical de indice 2.
Exemplo:

5 542 542 52

N RN O

@ & o fator racionalizante de V¢ |

pois"‘n‘lg "‘JIE \H'a'_g:a

22 caso: O denominador é um radical de indice
diferente de 2, ou a soma (ou diferenca) de dois
termos.

Neste caso, é necessario multiplicar o numerador e o
denominador da fracdo por um termo conveniente,
para que desapareca o radical que se encontra no
denominador. Exemplo:

3 3377 B s
T

Os principais fatores racionalizantes sao:

X a?!—?ﬂ ] a?ﬂ
é o fator racionalizante de ™

”"'E - ”"'g é o fator racionalizante

de "ul'g'i'"\-'{f;

”“"{; + ""'{’-E; é o fator racionalizante

de V@ —b

""E +é é o fator racionalizante

de """{__’5

Exercicios Propostos

1. Racionalize os denominadores:

= S



2. Efetue as operagdes, escrevendo de forma
mais simplificada:

5 245 =
b 3+ -

3. Simplifique utilizando as propriedades de

radicais.
3
) -
a.
1
b 16
13

Rascunho (Efetue seus calculos aqui)

Capitulo 2 - Equagdes Polinomiais de 22 grau

Equacoes polinomiais de 22 grau

As equacdes polinomiais do segundo
grau recebem esse nome porque sao uma equagao
polinomial cujo termo de maior grau esta elevado
ao quadrado. Também chamada de equacao
quadratica, é representada por:

ax2+bx+c=0

Numa equagdo do 22 grau, oxé a incOgnita e
representa um valor desconhecido. Ja as
letrasa, becsdao chamadas de coeficientes da
equacdo. Os coeficientes sdo nimeros reais e o
coeficiente a tem que ser diferente de zero, pois do
contrario passa a ser uma equacdao do 12 grau.
Resolver uma equacdo de segundo Grau, significa
buscar valores reais de X, que tornam a equacao
verdadeira. Esses valores sio denominados raizes
da equacdo. Uma equacdo quadratica possui no
maximo duas raizes reais.

Equacdes do 22 Grau Completas e Incompletas

As equacoes do 22 grau completas sdo aquelas
que apresentam todos os coeficientes, ou seja, a, b e
c sdo diferentes de zero (a, b, ¢ # 0). Por exemplo, a
equacdo 5x2 + 2x + 2 = 0 é completa, pois todos os
coeficientes sdo diferentes de zero (a=5,b=2ec=
2).

Uma equacgdo quadratica é incompleta quando
b=0ouc=0o0ub=c=0.Por exemplo, a equagao
2x2 =0 é incompleta, poisa=2,b=0ec=0.
Exemplo:

1) Determine os valores de x que tornam a equacgao
4x2 - 16 = 0 verdadeira.

Solucao:

A equagdo dada é uma equagdo incompleta do 22
grau, com b = 0. Para equacoes deste tipo, podemos
resolver, isolando o x. Desse modo, perceba que a
raiz quadrada de 4 pode ser 2 e - 2, pois esses dois
numeros elevados ao quadrado resultam em 4.
Assim, asraizes daequacdo4x2-16=0sdox=-2eXx
=2

2) Encontre o valor do x para que a area do retangulo
abaixo seja igual a 2.

e, [RK-2) —

(T-x)

rd
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Solugao:
A 4rea do retangulo é encontrada multiplicando-se a
base pela altura. Assim, devemos multiplicar os
valores dados e igualar a 2.
(x-2).(x-1)=2
Agora vamos multiplicar todos os termos:
x.x-1.x-2.x-2.(-1)=2
x2-1x-2x+2=2
X2-3x+2-2=0
x2-3x=0
Apés resolver as multiplicacdes e simplificacdes,
encontramos uma equacao incompleta do segundo
grau, com ¢ = 0.
Esse tipo de equacdo pode ser resolvida através
da fatoracdo, pois o X se repete em ambos os termos.
Assim, iremos coloca-lo em evidéncia.
x.(x-3)=0
Para o produto ser igual a zero, oux =0 ou (x - 3) =
0. Contudo, substituindo x por zero, as medidas dos
lados ficam negativas, portanto, esse valor ndo sera
resposta da questdo. Entdo, temos que o Unico
resultado possivel é (x - 3) = 0. Resolvendo essa
equagao:
x-3=0
x=3
Desta forma, o valor do x para que a area do
retangulo sejaiguala2 é x = 3.

Formula de Bhaskara

Quando uma equacdo do segundo grau é
completa, usamos aFoérmula de Bhaskara para
encontrar as raizes da equacio.

Formula do Delta:

Na férmula de Bhaskara, aparece a letra grega A
(delta), que ¢é chamada de discriminante da
equacdo, pois de acordo com o seu valor é possivel
saber qual o niimero de raizes que a equagao tera.
Para calcular o delta usamos a seguinte férmula:

A =b?-4ac
Para resolver uma equagdo do 29 grau, usando a
formula de Bhaskara, devemos seguir os seguintes
passos:
12 Passo: Identificar os coeficientes a, b e c.

Nem sempre os termos da equagdo aparecem na
mesma ordem, portanto, é importante saber
identificar os coeficientes, independente da
sequéncia em que estao. O coeficiente a € o nimero
que estd junto com o x% obé o numero que
acompanha oxe océ o termo independente, ou
seja, 0 numero que aparece sem o X.

22 Passo: Calcular o delta.

Para calcular as raizes é necessario conhecer o
valor do delta. Para isso, substituimos as letras na
férmula pelos valores dos coeficientes.

Podemos, a partir do valor do delta, saber
previamente o nimero de raizes que terd a equacao

do 22 grau. Ou seja, se o valor de A for maior que zero
(A > 0), a equacgdo tera duas raizes reais e distintas.
Se ao contrario, delta for menor que zero (A<0), a
equacdo ndo apresentara raizes reais e se for
igual a zero (A = 0), a equacdo apresentara
somente uma raiz.
32 Passo: Calcular as raizes.
Se o valor encontrado para delta for negativo, nao
precisa fazer mais nenhum célculo e a resposta sera
que a equacgao nao possui raizes reais.
Caso o valor do delta seja igual ou maior que zero,
devemos substituir todas as letras pelos seus valores
na formula de Bhaskara e calcular as raizes.
Exercicio Resolvido
Determine as raizes da equagdo 2x2-3x-5=0
Solucao:

Para resolver, primeiro devemos identificar os
coeficientes, assim temos:

a=2
b=-3
c=-5

Agora, podemos encontrar o valor do delta.
Devemos tomar cuidado com as regras de sinais e
lembrar que primeiro devemos resolver a
potenciacao e a multiplicacdo e depois a soma e a
subtracao.

A=(-3)2-4.(-5).2=9+40=49

Como o valor encontrado é positivo, encontraremos
dois valores distintos para as raizes. Assim, devemos
resolver a formula de Bhaskara duas vezes. Temos
entao:
X=[-(-3)+7]/2=10/4=5/2ex=[-(-3)-7]/4 =-
4/4=-1.

Assim, as raizes da equagdo 2x2- 3x-5=0sdox =
5/2ex=-1

Composiciao de uma equacao do 22 grau a partir
de suas raizes

Sabendo o valor da soma e do produto das raizes
de uma equacdo do 2¢ grau, é possivel determinar a
expressdo que representa essa equacao. Considere a
equacgdo do 2¢grauax’+bx+c = 0. Como a#0,
dividimos ambos os membros da equacdo por a:
ax?  bx

&L S0, ouseja, 2+ Z4+S=0. De
a a a a a

acordo com as relacdes de Girard, sabemos que:
-b c
—=Se-=P.
a a b
. . C

Substituindo : — por - Se — =por Pem x* +
bx c
—+ — =0, temos:
a a

X? -Sx+P=0


https://www.todamateria.com.br/fatoracao/
https://www.todamateria.com.br/formula-de-bhaskara/

Exemplo
Veja como podemos escrever uma equacdo do

2¢ grau na incégnita x sabendo que suas raizes sao 2
3

e -.
5
Sabemos que:
13

3
S=x1+X2=2+=-=—
1+ X2 il

ulw

P=x1.x2:-2.

S0 o))

Substituindo S por g eP porg em X%+ Sx+P=0,

temos:
13 6
X2-=x+-=0
5 5
~ ;w2 13 6
Logo, a equacdo procurada é X* - 5 Xto = 0.

Equacoes Biquadradas

Equacgdes biquadradas sdo equagoes escritas
pela seguinte forma geral: ax*+ bx2 + ¢ = 0. Para
resolver é preciso transforma-las em equagdes do
segundo grau.

Para melhor compreender, o exemplo abaixo
mostra como essa transformagao acontece e como
encontra-se as raizes da equag¢do biquadrada.
Exemplo: y* - 10y2 + 9 = 0 — equagdo biquadrada
(y?)2-10y2 + 9 = 0 — também pode ser escrita
assim.

Substituindo a variavel x por y, tem-se: y2= x, isso
significa que onde for y2 iremos colocar x.

x2-10x + 9 = 0 - agora resolvemos essa equagao
do 29 grau encontrando X e x

a=1 b=-10 c¢=9

A=Db2-4ac
A=(-10)2-4.1.9
A=100-36
A=64
x=-b VA
2a
x =-(-10) + V64
2.1
x=10+8
2
X =9
x'=1

Essas sdo as raizes da equagdo x2 - 10x + 9 = 0, para
encontrarmos as raizes da equacdo biquadrada y* -
10y2 + 9 = 0 devemos substituir os valores de x’ e
X’ emy2=X.

Parax=9

y?=x

y==1
Portanto, a solucdo da equacao biquadrada sera:
S={3,-1,1, 3}

Equacgoes irracionais

Considere as seguintes equagoes:

Jr+2=3 e-1=2 Jr=2+x

Observe que todas elas apresentam variavel ou
incégnita no radicando. Essas equagdes
sdo irracionais. Ou seja:

Definicdo: Equacdo irracional é toda equagio
que tem variavel no radicando.

Resolucdo de uma equacdo irracional

A resolucdo de uma equagao irracional deve ser
efetuada procurando transforma-la inicialmente
numa equacao racional, obtida ao elevarmos ambos
os membros da equacdo a uma poténcia
conveniente.

Em seguida, resolvemos a equag¢do racional
encontrada e, finalmente, verificamos se as raizes da
equacdo racional obtidas podem ou nio ser aceitas
como raizes da equagdo irracional dada (verificar a
igualdade).

E necessaria essa verificagio, pois, ao elevarmos
os dois membros de uma equagdo a uma poténcia,
podem aparecer na equacdo obtida raizes
estranhas a equacdo dada.

Observe alguns exemplos de resolucdo de
equacdes irracionais no conjunto dos reais.

JE+H =8

Solucao:
[er =8? —Elevando ambos os membros Venficagd o
zt+6 =064 ao quadrado. J58+6 =8
x =58 64 =38
8=3(V)

Assim, V={58}.

. SJh-m+ =10



e Solugao:

6o =x Venficard o:

[ﬂ)j =[—x)g — Elevando ambos os membros m+[+ 2=0
fox = x° ao quadrade. qﬁ+2=0
w+z-6=0 24+2=0
¥=2 & x'=-3 4=0(F)

MR e
J5-3=0
3-3=0(V)
Logo, V={-3}; note que 2 é uma raiz
estranha a essa equacgdo irracional.
o NWE+Z=+3x-5-1
Solugao:
fx+Z-of3x-0=-1 Verficagio:
Wxr2--Bx-5) =(-1f Nzvz=A32-5-1
x+2-2a/x+2.3x-5+3x-5=1 JE=41-1
-2 flx+2)|3x-5)=-4x+4 2=1-1
Sf3xt 10 =-2x+2 2=0[F)
(-3 + 5= 10f =(-2x+2)" T+2 =751
3t +x-10=4x" -8x +4 3 =16 -1
2 -Gk +14=0 3=3(V)
=2 e x'=7

Logo, V={7}; note que 2 é uma raiz
estranha a essa equacgdo irracional.

Sistemas de equacgoes de 22 grau
Para resolver sistemas de equacdes de 22 grau,
devemos aplicar alguns métodos que servem para
resolucdo de sistemas de equacgdes de 12 grau,
métodos esses da adicdo ou substituicdo. Assim
sendo, os exemplos a seguir denotam a resolucdo de
um sistema de equagdes de 22 grau.
Exemplo resolvido
X +yt =20
x+y==6
Isolando x ou y na 22 equacgdo do sistema:
X+y=6
X=6-y
Substituindo o valor de x na 12 equacao:
x* +y?=20
(6-y)*+y*=20
(6)*-2*6*y+(y)*+y*=20
36-12y +y*+y*-20=0
16 - 12y + 2y*=0
2y* - 12y + 16 = 0 (dividir todos os membros da
equacgdo por 2 gera uma equacao equivalente)

y>-6y+8=0

A =b?-4ac
A=(-6)?-4*1*8
A=36-32

A=4

a=1,b=-6ec=8
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Determinando os valores de x em relagdo aos
valores de y obtidos:
Paray =4, temos:
X=6-y

x=6-4

X=2

Par ordenado (2; 4)
Paray = 2, temos:
Xx=6-y

X=6-2

x=4

Par ordenado (4; 2)
S={(2:4) e (4;2)}
Exemplo 2

2 +2y4=18
F=p==3

Isolando x ou y na 22 equacao:

X-y=-3

x=y-3

Substituindo o valor de x na 12 equagdo:
x*+2y*=18

(y-3)*+2y*=18

y2-6y+9+2y*-18=0

3y? - 6y - 9 = 0 (dividir todos os membros da
equacdo por 3, obtemos uma equacgao equivalente)
y?-2y-3=0

A =b?-4ac
A=(-2)2-4*1*(-3)
A=4+12
A=16
a=1,b=-2ec=-3
—btAfA
ys———
2a
= (-2)£.f16
B 2 %]
_2%4
aar
2+4
I:—:3
Y=
,,=2—4=_1

N ‘



Determinando os valores de x em relagdo aos
valores de y obtidos:
Paray = 3, temos:

x=y-3
x=3-3
x=0

Par ordenado (0; 3)
Paray = -1, temos:

x=y-3
x=-1-3
x=-4

Par ordenado (-4; -1)
S={(0;3) e (-4, -1)}

Exercicios Propostos

1. Identifique os coeficientes de cada equacio
e diga se ela é completa ou nio:
a)5x2-3x-2=0
b) 3x2 +55=0
c)x2-6x=0
d)x2-10x+25=0

2. Determine as raizes das equacgdes:

a)x2-x-20=0
b)x2-3x-4=0
c)x2-8x+7=0

3. Dentre os numeros -2, 0, 1, 4, quais deles sao
raizes da equacdo x2-2x-8= 0?

4. Onumero -3 é araiz da equacido x2- 7x- 2c =
0. Nessas condicdes, determine o valor do
coeficiente c:

5. Sevocé multiplicar um nimero real x por ele
mesmo e do resultado subtrair 14, vocé vai
obter o quintuplo do nimero x. Qual é esse
numero?

6. Determine o conjunto solucdo da seguinte
equacdo biquadrada: x4 - 5x* + 4 = 0.

7. Calcule as raizes da seguinte equacdo: 4x* -
9x*+2=0.

8. (FACESP) O conjunto solu¢do, no campo real,
da equagdo z* - 1322 + 36 = 0 é:

a)S={3,-2,0,2,3}

b)S={-3,-2, 2,3}

0)S=1{2-3}
d)S=1{0,2,3)
e)S=1{2,3)

9. Resolva o sistema a seguir no conjunto dos
nlimeros reais:

10. Resolva o sistema de equagdes no conjunto
dos nimeros reais:

Capitulo 3 - Noc¢des de Funcgdes

Funcgoes

Nogoes de Fungoes

Quando se relaciona grandezas variaveis,
estdo, em geral, tratando da ideia de uma funcgao.
Ideia essa muito utilizada na Matematica e em
outras Ciéncias.

A ideia de funcdo que atualmente ¢é
utilizada, sofreu varias modificagdes ao longo do
tempo, e hoje estd associada a ideia de conjuntos
numéricos.

Podemos identificar a ideia de funcao nos
seguintes exemplos:

e O valor da conta de energia é calculado em
funcdo do consumo em determinado periodo
de tempo.

e O preco cobrado por um taxista estd em
funcdo da distancia percorrida por ele.

e O tempo de uma viagem, varia em funcao da
velocidade praticada ao longo do espaco
percorrido.

Veja, agora uma situacio efetiva da utilizacdo de

uma fungao.

Exemplo resolvido: Para acessar a internet, Douglas
vai a uma lan-house, cuja forma de cobranca é a
seguinte: uma taxa fixa de R$ 3,00 mais R$ 2,50 por
hora de acesso. Expresse o valor (y) pago por
Douglas em fun¢do do nimero de horas (x) de acesso
a internet.

Neste caso, a funcdo serd escrita da seguinte forma:

Y - (Valor a ser pago)
X - (Numero de horas de acesso)
Assim, temos que: y = 3,00 + 2,50x

Essa forma, recebe o nome de Lei de formacao
da funcdo apresentada e varia de situacdo para
situacao.

De maneira geral, temos que y = f(x) (1é-se f de
x), e podemos utilizar qualquer letra para identificar
uma fungio, porém é mais comum a utilizacdo def, g
e h. Chamamos também a variavel x de variavel
independente e também pode ser representada por
qualquer outra variavel, porém x é o mais comum.

Lembrem que toda funcdo é expressa em um
plano cartesiano, onde as variaveis x e y (f(x)) tem
suas respectivas representacoes cartesianas.

Construcao de tabelas e graficos de funcao

A construcdo de graficos é de extrema
importancia. O grafico de uma fun¢do pode ser
considerado o seu reflexo. Através do grafico,
podemos definir de que tipo é a funcdo mesmo sem
saber qual é a sua lei de formacao. [sso porque cada
funcdo tem suarepresentacdo grafica particular.
Para tanto, é fundamental conhecer algumas
definicdes: Plano Cartesiano — é o local onde o

grafico é construido, e estd determinado pelo
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encontro dos eixos cartesianos xey, conhecidos
como eixo das abcissas e eixo das ordenadas,
respectivamente. Cada ponto do grafico é conhecido
como par ordenado, pois ele é formado pelo
encontro de um valor das abcissas com um valor das
ordenadas. A linha que une os pares ordenados é
conhecida como curva da funcao.
/y-' eixo das ordenadas

A
24----9(1,2)

14

- — —p~

1 2 3
eixo das abcissas

Vejamos os principios bdasicos para construir o
grafico de uma funcio, seja ela de 12 ou 22 grau.
1°) escolher valores para x:

Para iniciar a construcdo do grafico, é preciso
escolher valores para a variavel x. Esses valores
serdo substituidos na lei de formacao da funcdo para
que o valor correspondente dey (f(x)) seja
determinado, bem como o par ordenado. Para
montar o grafico de uma fun¢do do 1° grau, é
necessario encontrar apenas dois pontos que ja
visualizamos no grafico. E importante que os valores
escolhidos sejam proximos, como ndmeros
subsequentes. Além disso, é sempre bom saber os
pontos em que X =0 e y = 0 (zero da fungdo).
Considere a funcdoy = x + 1. Montaremos uma
tabela com os valores de x para encontrar os valores
dey:

y=x+1
X y
0=+ sx==9 0
y=0+1-y=1

y=1+1-o5y=2

y:2+1_ay:3

DN =O

y:3+1_;y:4

2°) encontrar os pares ordenados no plano
cartesiano

Lancando cada um desses pares ordenados no
plano cartesiano, encontramos os seguintes pontos:

v
r

P ——

34--------—e(2, 3)

2 --w(1, 2)

1 90, 1) !
(1o I T
- o 1 2 3

3°) tracando o grafico

Basta tragar uma linha ligando os pontos por
uma reta para determinar o grafico da funcaoy = x
+ 1.

y=x+1

Grafico da funcdoy=x+1

Funcao afim

E chamada func¢éo afim toda funcio polinomial
do primeiro grau. Formalmente escrevemos que:
Uma fungdof:R—-Ré uma funcdo afim quando
existem dois nimeros reais a e b tais que satisfacam
a seguinte condicdo, VXER e b#0 temos:

y=f(x)=ax+b

Onde:

e aé o coeficiente angular do grafico de f
e bé o coeficiente linear, ou o ponto de
interseccdo com o €ixo y
e xéavariavel independente.
y

0 grafico de uma funcdo afim serd sempre uma
reta. Os fatores que irdo determinar a sua posicdo no
plano s3o os coeficientes linear e angular,
particulares de cada funcdo.

Exemplo 1:

Supondo que vocé é um vendedor, cujo salario
mensal é de R$ 2.000,00. Porém, a cada produto
vendido vocé ganha uma comissdo de 5%, ou 0,05
vezes o valor do produto. A funcdo que descrevera,
em funcao do valor vendido durante o més é do tipo
afim, e sera descrita pela lei:

f(x) = 0,05x + 2000
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Em seguida, iremos apresentar alguns casos
particulares das funcées afim. Estes sdo:
Funcao identidade

Seja uma funcgao f:R—-R definida por f(x) = x.
Entdo, neste caso sea=1eb =0, o grafico de uma
funcdo identidade é chamada de bissetriz dos
quadrantes impares, que passam pelo 12 e 39
quadrante e na origem do eixo cartesiano (0, 0).

4

—4

Funcao constante

Uma funcio f:R—R é dita constante quando f(x)
= b, logo a = 0. Seu grafico serd sempre uma reta
paralela ao eixo x e que intercepta o eixo y num
ponto b.
Por exemplo, seja a fungao f(x) = 2, o seu grafico sera:

3

Funcao linear

Uma funcdo f:R—R é dita constante quando f(x)
= ax, logo b = 0. Seu grafico sera sempre uma reta
paralela que intercepta a origem do eixo cartesiano.
Por exemplo, a funcdo f(x) = 2x terd a sua
representacao grafica dada por:

4001

Translacao da funcao identidade

Se tomarmos a funcdo identidade e
acrescentarmos a ela um coeficiente linear e
mantendo o seu coeficiente angular igual a 1,
ocorrera a translacao da reta. A funcao sera definida
por f(x) = x+b sendo a = 1 e b#0. Por exemplo, f(x)=
x-3:

Caracteristicas das Fung¢oes Afim

e Uma fungdo afim é crescente se a > 0;

¢ Uma fungdo afim é decrescente se a < 0;
Funcao Quadratica

Funcdo quadratica ou fungio do segundo grau é
uma aplicacdo F de E-E que associa a cada x o
elemento (ax® + bx + ¢) € K, em que a, b e c sdo
numeros reais dados e a # 0.Pois se a = 0, ndo
teremos mais uma funcdo quadratica e sim uma
funcdo afim: y = bx +c.

Fiml=a +hxt+tciat

0 que é fungao?

Sendo A e B conjuntos ndo vazios, uma relagdo F
de A — B (1é-se A em B) é denominada aplicacdo de
A - dominio, conjunto de partida - em B -
contradominio, conjunto de chegada -, ou funcio
definida em A com imagens em B se para todo x € A
existe um s0 y € B, tal que (x,y) € F.

A 8 - B A
e l—>6 D A 2 -
3 e ! ' :,::"._)%3 A 3- ay
o 2 =54y . ot |
87, 8 Y-~} y $ )
Nio éfuncdopois o 3 & Nio & funcdo pois o 1 e E fungio po
alemanto dae A @ nlio tem 0 2 s80 @amentos da A o de A tom
relagicem B e possuem mais de uma cdoem S

corresponddncis em B
Exemplos de fun¢des quadraticas:

2x*+5x+7,emquea=2,b=5ec=7.
-x’,emquea=-leb=c=0.
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x*+x+1,emquea=b=c=1.
6x*+5,emquea=6b=0ec=5.

Grafico daFuncio Quadratica
0 grafico da funcdo quadratica é uma parabola
(isso sera provado em Geometria Analitica):

Construir o grafico de » = x* = 1

= [ W o= LI | =3, 8) i3, &
-3 B

-2 ]

=1 o =2, 31 . 3

o -1

1 L]

2 3

3 a

Concavidade

A parabola representativa da fun¢do quadratica
pode ter sua concavidade voltada para cima ou para
baixo. Isso dependera do sinal de a:

eSe a > 0, a concavidade sera voltada para
cima.

eSe a < 0, a concavidade sera voltada para
baixo.

a1
Zeros da Fungao Quadratica
Os zeros ou raizes da funcio sio os valores de x
para 0s quais flz) =0,
flx) =ar® +br+c=0— Utilizando a forma
candnica temos:

by A
r+—] - 5 =10
2a 44

ii) Mas sabemos que # 0 entdo:
Portanto: o
—bh+ A
2a
Observemos que, para existir raizes reais na

T =

equacgido do segundo grau, precisamos que VEE seja

real. Logo, temos trés casos:

i) A = 0 e, portanto, a equagdo apresentara duas

raizes reais e distintas, que
L —b- VA b+ VA
n=———=*%€e¢ly= ———

serio: 2a 2a

i) A =

() e, portanto, a equagio apresentara duas

raizes reais e iguais, que serao: 201,

iii) A < ) e sabemos que, neste caso, "“G ?é ]&,
portanto, diremos que a equagdo niao apresentara
raizes reais.

Interpretando geometricamente, os zeros da fungao
quadratica sdo as abscissas dos pontos onde a
parabola corta o eixo x.

Maximo e Minimo

sendo LM f) o conjunto imagem, dizemos
que ¥ar € Im(flé o valor de maximo da
fungdo ¥ = flx) se, e somente se, YAl = Y para
qualquer ¥ € Im(f) E

nimero Ta € D ﬁ, sendo P(f) o conjunto
dominio, é chamado de ponto de maximo da funcao.

entdo, 0]

Dizemos que ¥M € Im({f) ¢ o valor de minimo da
fungdo ¥ = flx) se, e somente se, ¥M = Y para
qualquer ¥ € Im(f) E
ntimero M € D(fl¢ chamado de ponto de
minimo da funcao.

Sucintamente, podemos dizer que:
i)Sea << 0, a fungdo quadritica admite o valor

entao, 0

v A b
Yn = — s AT Tpyp = ——
maximo da 2a,
ii)Sea > 0, a fungfio quadratica admite o valor
v A b
YM =~ para Ty = —o—
minimo da 2a,
¥

(vertice

1\ walkor -:I-an /
1 a=gQ maximao
ponto da
minimao
%

walar de
Minemo

[vertice)
Vértice da Parabola
(Lo2)
0 ponto 2a° 4a)g chamado vértice da
parabola.
Exercicios
1. (ENEM - 2009)Um posto de

combustivel vende 10.000 litros de
alcool por dia a R$ 1,50 cada litro.
Seu proprietario percebeu que, para
cada centavo de desconto que
concedia por litro, eram vendidos
100 litros a mais por dia. Por
exemplo, no dia em que o preco do

III X
\ MAXImo
¥ a=i

"'.-:- da
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alcool foi R$ 1,48, foram vendidos
10.200 litros. Considerando x o
valor, em centavos, do desconto dado
no preco de cada litro, e V o valor, em
R$, arrecadado por dia com a venda
do alcool, entdo a expressio que
relaciona Vv e X é:
a)V=10.000+50x-x>
b)V=10.000+50x+x>
c)V=15.000-50x-x>
d)V=15.000+50x-x>
€)V=15.000-50x +x?

2. (UEL) A funcao real f, de variavel real, dada por
f(x)=-x*+12x+20, tem um valor:

a) minimo igual a -16, para x = 6.

b) minimo igual a 16, parax =-12.

¢) maximo igual a 56, parax = 6.

d) maximo igual a 72, parax = 12.

e) maximo igual a 240, para x = 20.

3. (UFMGQG) Observe a figura.

¥
5
I
LR ST r——
v

Nessa figura, esta representada a parabola de
vértice V, grafico da fungdo de segundo grau cuja
expressao é:

a)y=(x*/5)-2x

b) y =x*-10x

c)y=x*+10x

d)y = (x*/5) - 10x

e)y=(x*/5) + 10x

Capitulo 4 - Estatistica e Probabilidade
A Origem da Estatistica

0 povo inca, que dominou a cordilheira dos Andes
entre o século XIl e meados do século XVI, ndo
conhecia a escrita, mas registrava informacoes
estatisticas em sofisticados artefatos de cordas
chamados quipos, que eram formados por cordas
amarradas lado a lado; a posicdo e a quantidade
de nos representavam valores numéricos.

A Estatistica é o ramo da Matematica que trata
da coleta, descricdo, organizacdo, andlise e
apresentacdo de dados a respeito de uma populacao
ou de um fendmeno. Os primeiros “dados
estatisticos” sdo de épocas muito antigas e aparecem
paralelamente ao desenvolvimento da escrita.
Registros histéricos apontam o uso de processos,
que hoje chamariamos estatisticos, ha mais de 2.000
anos antes de Cristo. Grandes impérios da
Antiguidade (como o sumério, o egipcio e o chinés) e
as civilizacoes da América pré-colombiana (maias,
astecas e incas) fizeram uso do levantamento e
registro de dados quantitativos para obter
informacgdes sobre sua populacdo e suas riquezas,
especialmente para fins administrativos, tributarios
e militares.

Talvez em virtude dessa aplicacdo, o

termo estatistica derive da palavra latina status,
que significa “condicdo, situacdo” ou, em sentido
mais amplo, “Estado”.
Na atualidade, a Estatistica é essencial para o
desenvolvimento de todas as ciéncias, pois
possibilita de forma abrangente a coleta e a andlise
de dados.
Coleta, organizacao e apresentacao de dados

Em Estatistica, o conjunto de todos os elementos
que contém uma caracteristica que se quer estudar é
chamado de populacio estatistica.

Acontece que nem sempre é possivel pesquisar

todos os elementos de uma populagido estatistica,
pois em geral, a populagdo a ser pesquisada é muito
grande. Quando isso acontece, limitamos a pesquisa
a uma parte da populagio, que chamamos
de amostra, ao escolher uma amostra, é necessario
que ela represente a populagao.
A coleta de dados pode ser feita por meio de
observacdo, contagem, medida, questionario ou
entrevista. A “coisa estudada”(dados) na amostra é
chamada de variavel, e as variaveis podem ser:

Uma variavel pode ser quantitativa (quando
assume valor numérico associado a contagem ou
medida) ou qualitativa (quando o valor da variavel
¢ expresso por um atributo). Sdo exemplos de
variaveis quantitativas: massa, idade, altura, entre
outros. Ja a cor dos olhos, o tipo de roupa, entre
outros, sdo exemplos de varidveis qualitativas.


http://s3-sa-east-1.amazonaws.com/descomplica-blog/wp-content/uploads/2015/03/figurafun%C3%A7%C3%A3o11.png

Os dados analisados, quando estdo em
desordem, sdo denominados dados brutos. Essa
apresentacdo ndo favorece a observacio de
regularidade ou tendéncia nos dados; para isso, é
conveniente organiza-los em ordem crescente ou
decrescente, denominada rol.

Com o rol de dados, podemos facilmente
verificar afrequéncia absoluta de cada medida,
que corresponde a quantidade de vezes que cada
valor aparece na amostra. Com os dados organizados
dessa forma, fica mais facil organiza-los em
uma tabela de distribuicao de frequéncias.

A informacgao apresentada por meio de graficos

Vocé ja viu que é possivel organizar dados em
tabelas para facilitar a andlise e a interpretagdo das
informacgdes. Além das tabelas, é possivel organizar
os dados em graficos, que sdo formas de
apresentacdo de dados cujo objetivo é possibilitar
uma visdo mais rapida e facil a respeito das variaveis
as quais se referem os dados.

Vamos relembrar alguns tipos de grafico.
Grafico de colunas

0 grafico de colunas é formado por retangulos
de mesma largura, com a base no eixo horizontal e
alturas proporcionais aos referidos valores
indicados no eixo vertical. Esse tipo de grafico é
utilizado para fazer comparacgoes.

Desempenho em Matematica
30T 35%

25

25% 25%
20

Ruim
M Regular
15% HBom

15

10 —— m Otimo

Ruim Regular Bom Otimo

Grafico de barras

0 grafico de barras é parecido com o grafico de
colunas, s6 que a base dos retangulos que formam as
barras fica no eixo vertical e os valores,

no eixo horizontal. Assim como o grafico de colunas,
o grafico de barras ¢é utilizado para fazer
comparacoes.
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Grafico de linha

0 gréfico de linha é usado principalmente para
mostrar crescimento, decrescimento ou estabilidade
de um fenémeno ao longo do tempo. Ele tem dois
eixos: o horizontal, em que sdo anotados os
intervalos de tempo; e o vertical (que pode ficar
oculto), em que sdo marcados os valores em
determinada escala. Unindo os pontos obtidos,
determinamos a linha do grafico, que nos mostra o
comportamento da variavel.

TABELA RECEITA E DESPESAS - 12 SEMESTRE

RS / Meses Jan Fev Mar Abr Mai Jun
Saldo anterior 500 1250 1100 1200 | 1400 2500
Receitas 2200 2050 1900 2500 3000 1600
Despesas 1450 2200 1800 2300 1900 1700
Saldo 1250 1100 1200 1400 | 2500 2400

RECEITAS E DESPESAS - SEMESTRAL
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1500 . - Desp.esas
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Grafico de setores

No grafico de setores, a frequéncia de cada dado
estatistico é representada por uma “fatia” do circulo.
Essa fatia é denominada setor circular e sua area é
proporcional a frequéncia. Este graficoé usado
quando se deseja relacionar os dados estatisticos
entre si ou com o todo. Nesse tipo de grafico, a soma
das porcentagens correspondentes a cada setor deve
ser 100%.

50%

I Candidato A

Candidato B

Brancos,
nulos e outros

25% 25%

Graficos de multiplas entradas

Um grafico de multiplas entradas pode ser de
linha, de colunas, de barras, entre outros tipos. Nele,
representa-se uma mesma caracteristica, estudada
para duas ou mais amostras, facilitando a
comparacdo entre elas.



Grafico 4.6. Entrada de migrantes em trés Estados do Brasil
1992-1994.
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Pictogramas

O pictograma é uma forma de representacao
grafica em que se utilizam figuras relacionadas ao
assunto em estudo para representar quantidades.
Em alguns casos, as frequéncias sdo representadas
pela mesma figura em tamanhos ou comprimentos
proporcionais a essas frequéncias (por exemplo, o
pictograma das espécies de baleias acima); as vezes,
escolhe-se um icone para representar determinada
frequéncia. Esse tipo de grafico é muito usado em
revistas e jornais por sua forma atraente e sugestiva.

- = 32 mil hectares de floresta ardida
Ano 2003

Ano 2007 ﬂ

Ano 2005

Ano 2006

Cartograma

O cartograma é um mapa em que se representa,
por meio de linhas e figuras, a ocorréncia ou a
intensidade de fendmenos como clima, distribuicao
de populacao, vegetacdo, conservacao de solo etc.
Esse grafico é empregado quando o objetivo é
representar os dados estatisticos diretamente
relacionados com areas geograficas ou politicas.

Mapa 1 - Taxa de Urbanizacdo dos Municipios do Estado de Sao Pau
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Infografico

O infografico é wusado para apresentar
informacdes de maneira mais dinamica, utilizando
graficos, textos, ilustragdes, fotos, mapas etc.

Atualmente, os infograficos estdo bastante presentes
em jornais, revistas e na internet.

INSTAGRAM

35 - 44 anos

55% 45%

Fonte : Visualy

Frequéncia absoluta e frequéncia relativa

0 namero de vezes que um dado se repete
em uma pesquisa é chamado de frequéncia
absoluta. A razao entre o nimero de pessoas de um
dos grupos e numero total de pessoas da amostra é
denominada frequéncia relativa.
Obs.: A frequénciarelativa geralmente é expressa em
forma de porcentagem.
Exemplo: As pessoas presentes em um evento
automobilistico foi feita a seguinte pergunta: Qual a
sua marca de carro preferida?
Construindo uma tabela para melhor dispor os
dados:

Frequéncia | Frequéncia

Marcas | Absoluta Relativa
(FA) (FR)

Ford 4 16,7%
Fiat 3 12,5%
GM 6 25%
Nissan |1 4,2%
Peugeot | 3 12,5%
Renault | 2 8,3%
Volks 5 20,8%
Total 24 100%

Frequéncia absoluta: quantas vezes cada marca de
automovel foi citada.

Frequéncia relativa: é dada em porcentagem. A
marca Ford tem frequéncia relativa 4 em 24 ou 4/24
ou ~0,166 ou 16,66% ou 16,7%.



Medidas estatisticas

Como vimos, o estudo de distribuicio de
frequéncia facilita a apresentacio do grupo de
valores que uma variavel pode assumir. Mas, as
vezes precisamos resumir ainda mais um conjunto
de dados para expressar determinada caracteristica
da populagdo pesquisada. Para isso, usamos algumas
medidas estatisticas.

A seguir, vamos estudar algumas dessas
medidas estatisticas: média aritmética, meédia
aritmética ponderada, moda e mediana.

Média aritmética

Exemplo: André, professor de Matematica,
determinou que a nota do bimestre sera calculada da
seguinte maneira: primeiro deve-se adicionar as
notas das 4 atividades solicitadas: trabalho
individual, trabalho em grupo, prova mensal e prova
bimestral; depois, deve-se dividir a soma obtida por
4.

Esse calculo determinado pelo professor André
corresponde amédia aritméticadas notas das
atividades desenvolvidas durante o bimestre.

Para calcular a média aritmética de dois ou mais
numeros, devemos adicionar esses numeros e
dividir a soma obtida pela quantidade de nimeros
que foram adicionados.

Média ponderada

Para obter amédia aritmética ponderada de
dois ou mais niumeros, multiplicamos cada niumero
por seu respectivo peso, depois adicionamos todos
os produtos e, em seguida, dividimos a soma
encontrada pela soma dos pesos considerados.

Mediana
A medianade um conjunto de dados cujos
valores estdo ordenados do menor para o maior ou
do maior para o menor é:
e o valor que ocupa a posicdo central, quando
ha um niimero impar de valores;
e a média aritmética dos valores que ocupam
as posicdoes centrais, quando hd uma
quantidade par de valores.

Moda
Moda é o valor que mais aparece em uma
distribuicdo de dados.

Nocgdes de probabilidade

Na Teoria das Probabilidades, estuda-se as leis
que regem os fendmenos que dependem do acaso,
ou seja, fendmenos cujos resultados nao podem ser
previstos. Nesse caso, interessam a essa teoria
os experimentos aleatdrios, que sdo aqueles cujo
resultado é imprevisivel mesmo que sejam repetidos
nas mesmas condicdes tantas vezes quanto
quisermos.

Sao exemplos de experimentos aleatdrios:
lancar um dado e observar a pontuacdo obtida;
lancar duas moedas; retirar uma carta do baralho.

0 espaco amostral de um experimento aleatério
€ o conjunto de todos os resultados possiveis desse
experimento.

O numero adquirido por Geoérgia forma um
evento dessa experiéncia aleatéria. Do mesmo modo
que os 5 ndmeros adquiridos por Afonso também
formam um evento.

Qualquer conjunto de resultados possiveis de
um experimento aleatério é chamado de evento.

Definidos o espago amostral e o evento
correspondente ao experimento aleatério, podemos
determinar a probabilidade. Probabilidadeé a
medida da chance de um evento acontecer.

Para calcular a probabilidade, basta dividir o
numero de elementos do evento correspondente ao
experimento aleatdrio pelo nimero de elementos do
espaco amostral. (P =

NUMERO DE ELEMENTOS DO EVENTO
NUMERO DE ELEMENTOS DO ESPAGO AMOSTRAL)
Probabilidade de ocorréncia de um evento. Portanto,
temos que:

e aprobabilidade de Ge6rgia ser sorteada é ou

0,001 0u 0,1%

e aprobabilidade de Afonso ser sorteado é ou

0,005 ou 0,5%
OBSERVACOES
A probabilidade é um ntimero entre 0 e 1.
Quando a probabilidade é zero, dizemos que o
evento é impossivel.
Quando a probabilidade é 1 ou 100%, dizemos que o
evento € certo.

Exercicios propostos

1. Sortear uma bola roxa de uma urna que s6
tem bolas roxas é um experimento
aleatorio? Por qué?

2. Emuma urna, ha 9 bolas pretas, 5 bolas
amarelas e 3 bolas vermelhas. Se retirarmos
uma bola ao acaso, qual é a probabilidade
de sair uma bola amarela?

3. A professora vai sortear, ao acaso, um aluno
entre os 30 alunos da sala. Sabendo que ha
18 meninas na sala, qual sera a
probabilidade de ser sorteada uma menina?
E de ser sorteado um menino?

4. Considerando o lancamento de dois dados,
determine:

a. aprobabilidade de a soma das faces obtidas
ser 8;

b. aprobabilidade de a soma das faces ser um
numero par;



c. aprobabilidade de a soma das faces ser
maior que 10.

5. Qual é a probabilidade de sair duas caras,
apo6s o lancamento simultaneo de duas
moedas ndo viciadas?

6. A tabela abaixo mostra a idade das pessoas
que se associaram a uma biblioteca publica
durante o més de julho.

Idade 14 (15 |16 |17 |18 |19 |20
em
anos

Nuamero | 6 12 15 (34 |23 |12 | 4
de
pessoas

a. Calcule aidade média dessas pessoas.

b. Determine aidade modal e a idade mediana.

c. Construa um grafico de colunas para essa
situacao.

Capitulo 5 - Proporcionalidade
Razdo e Proporc¢ao

Definic¢odes:
Arazdo entre dois numerosaeb, com b#0,

7 . a ~
nessa ordem, € o quociente . Arazao estabelece =
~ G
uma comparacao entre duas grandezas, sendo o ol
quociente entre dois nimeros. e
J& aproporcdoé determinada pelaigualdade s
entre duas razoes, ou ainda, quando duas razoes =
possuem o mesmo resultado. Dizemos que quatro ‘==
numeros a, b, c e d, ndo nulos, formam, nessa ordem, E
~ a Cc
uma propor¢do quando Pl %
Observacgao: o produto dos extremos é igual ao =
produto dos meios, sendo a e d os extremos e b e ¢
os meios, temos:a.d=b.c.
Exemplos:
19 caso: Exemplo para razio
Qual a razdo entre 40 e 207
40 )
20
Obs.: Em uma fracdo, o numerador é o nimero acima
e o denominador, o de baixo.
22 caso: Exemplo para proporgao
Qual o valor de x na propor¢ao abaixo?
1., 42
3 X
3.12=x
x=36
Razdo e proporc¢ao entre segmentos
A razdo entre dois segmentos é a razdo entre suas
medidas tomadas em uma mesma unidade.
Exemplo:
5cm 3cm
< > < >
Qual a razdo entre os segmentos apresentados,
respectivamente?
5
3
Proporc¢ao entre segmentos: Dizemos que quatro
segmentos de reta sdo proporcionais quando a razdo
entre as medidas de dois deles forem iguais a razao
entre as medidas dos dois restantes.
G 3 H
@ @
E 4 E
@ @
C D
o 4 o
A g B o0
o—o
—
T
=
joTy)
(T
(a9
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De acordo com a imagem acima, podemos
garantir que, os segmentos AB, CD, EF e GH sao
proporcionais pois:

AB=EF=0,5
CD GH

A proporcionalidade entre segmentos é muito
usada em Geometria e na vida pratica. Como
exemplo pratico estd o caso de ampliacdo de uma
fotografia, para que ela permanega sem deformacao,
o tamanho dos lados da foto ampliada deve ser
proporcional ao tamanho dos lados da foto original.

Feixe de Paralelas
Um conjunto de trés ou mais retas, de um
mesmo plano, que consideradas duas a duas sdo
sempre paralelas, é chamado de feixe de paralelas.
Uma reta que corta um feixe de paralelas é
chamada de transversal.

D)

A\

Disponivel em:
https://escolakids.uol.com.br/matematica/retas-
paralelas-cortadas-por-uma-transversal.htm

Dessa caracterizagao, tiramos uma propriedade:

Se um feixe de paralelas determina segmentos
congruentes sobre uma transversal, entdo esse feixe
determina segmentos congruentes sobre qualquer
outra transversal.

Teorema de Tales

Se um feixe de retas paralelas é cortado por duas
retas transversais, os segmentos determinados
sobre a primeira transversal sdo proporcionais a
seus correspondentes determinados sobre a
segunda transversal.
Exemplo:
Aplicaremos o Teorema de Tales para encontrar o
valor do segmento desconhecido:

L\

3x+1 / \4
Sx—/ \6

/ \

3x+1 4
5x-1 6
20x—4=18x+6
20x—18x=6+4
2x=10

x=5

Consequéncias do Teorema de Tales

19 consequéncia: Quando uma reta paralela a
um lado de um tridngulo intercepta os outros lados
em dois pontos distintos, ela determina segmentos
proporcionais sobre esses lados.

¢ consequéncia: A bissetriz de um angulo

interno de um tridngulo divide o lado oposto a esse
angulo em dois segmentos proporcionais aos lados
adjacentes a esses segmentos.

Exercicios Propostos
1. Se (3, % 14, ..) e (6, 8, y, ...) forem

grandezas diretamente
proporcionais, entdo o valor de x +y
é:

2. Calcular x e y sabendo-se que (1, 2, x,
..) e (12, y, 4, ...) sdo grandezas
inversamente proporcionais.

3. Dividir o niimero 160 em trés partes
diretamente  proporcionais aos
nameros 2,3 e 5.

4. Repartir uma heranca de R$
495.000,00 entre trés pessoas na
razao direta do nimero de filhos e na
razdo inversa das idades de cada
uma delas. Sabe-se que a 12 pessoa
tem 30 anos e 2 filhos, a 22 pessoa
tem 36 anos e 3 filhos e a 32 pessoa
48 anos e 6 filhos.

5. Dois nimeros estio na razio de 2
para 3. Acrescentando-se 2 a cada
um, as somas estio na razdo de 3
para 5. Entdo, o produto dos dois
numeros é:

6. Observe afigurar //s //t. Calcule o
valor de x de acordo com o Teorema
de Tales.




7. (Fuvest-SP)Trés

terrenos  tém

frente para a rua A e para a rua B,
como na figura. As divisas laterais
sdo perpendiculares a rua A. Qual a
medida de frente para a rua B de
cada lote, sabendo que a frente total

para essa rua tem 180 m?

Ruiee B
Az 30z 2 Oz
Rua A
8. No tridngulo ABC a seguir, o

segmento DE é paralelo ao segmento
BC. Determine o valor de x aplicando

a

proporcionalidade

entre

segmentos paralelos cortados por
segmentos transversais.

2x-1Z

2r+6

Capitulo 6 - Semelhang¢a

Semelhanca de Figuras

Figuras Semelhante

Quando uma imagem ¢é projetada em um
televisor ou na tela de cinema, por exemplo, ela
geralmente tem tamanho diferente do tamanho da
imagem original, mas mantém a mesma forma.
Por isso, dizemos que a figura que aparece na tela
é semelhante a original.

Figuras semelhantes sdo aquelas que tém a
mesma forma, mas nao necessariamente o mesmo
tamanho.

Figuras congruentes (ou seja, iguais) também
podem ser denominadas semelhantes.

Poligonos Semelhantes

Dois poligonos sdo semelhantes quando seus
lados correspondentes sdo proporcionais e os
angulos correspondentes sdo congruentes. Ou seja,
se atenderem as seguintes condicdes:

e Angulos correspondentes congruentes.

e Lados correspondentes proporcionais.

e Possuem razdo de semelhanca igual entre

dois lados correspondentes.
Exemplo: Determine o valor da medida x,
sabendo que os trapézios a seguir sao

semelhantes.
5
2 75/ \ 7
3 3
5 X

12 passo para resolucdo é descobrir qual a razdo
entre os segmentos proporcionais
correspondentes.

75/3=25e5/2=25

O coeficiente de ampliacdo dos trapézios equivale a
constante k = 2,5. Entio:

x/5=2,5
x=25%5
x=12,5

0 valor de x corresponde a 12,5 unidades.

Obs.: Para verificar se dois poligonos sio
semelhantes, basta comparar a medida dos angulos
e a dos lados correspondentes: os angulos
correspondentes devem ser congruentes e as
medidas dos lados devem ser proporcionais. Apenas
uma das condi¢cdes nio é suficiente para garantir a
semelhanca entre poligonos.



Tridngulos Semelhantes

Para serem semelhantes, dois tridngulos, assim
como todos os poligonos, devem ter os lados
correspondentes proporcionais e os angulos
correspondentes congruentes.

3 44
W w

A B D
Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/o-
que-e/matematica/o-que-e-semelhanca-
triangulos.htm#

Teorema fundamental da semelhanca de
tridngulos: Toda reta paralela a um lado de um
triangulo e que cruza os outros lados em dois pontos
distintos determina um tridngulo semelhante ao
primeiro.

Exemplo: Sabendo que DE é paralelo a BC, descubra
o valor de “h”:

Em decorréncia de DE ser paralelo a BC, pelo
teorema fundamental da semelhanga, pode-se
escrever o seguinte:

AD = DE
AB BC
211 =3
h+2,11 6
2,11:-6=3:(h+2,11)
12,66 = 3h + 6,33
3h=12,66 - 6,33

3h=6,33

h=6,33
3

h=2,11

Casos de semelhanca de triangulos

Como os tridngulos sdo poligonos simples,
podemos analisar se dois tridngulos sao
semelhantes sem precisar analisar se eles possuem
todos os adngulos correspondentes congruentes e
todos os lados correspondentes proporcionais.

Vamos estudar os trés casos de semelhanca de
triangulos.
12 Caso - A.A. (Angulo - Angulo): Dois angulos
correspondentes congruentes.

A

B// \‘\\ C E F
Disponivel em:
https://www.infoescola.com/matematica/semelha
nca-de-triangulos/

B=E e C=F&AABC~ADEF
22 Caso - L.L.L (Lado - lado -lado): Os trés lados
correspondentes sdo proporcionais.

B c EA—F
Disponivel em:
https://www.infoescola.com/matematica/semelha
nca-de-triangulos/
AB/DE=BC/EF=AC/DF<AABC~ADEF
32 caso - L.A.L (Lado - angulo - lado): dois pares de
lados correspondentes proporcionais e os angulos
entre eles congruentes.

A

B c ED A\ E

Disponivel em:
https://www.infoescola.com/matematica/semelha
nca-de-triangulos/
{AB/DE=BC/EF B=E<AABC~ADEF

Exercicios Propostos

1. Dois quadrados possuem, respectivamente,
lados medindo 12 centimetros e 24 centimetros.
Qual é a razao entre a area do quadrado menor e a
area do quadrado maior?
a) 0,25
b) 0,5
c)2
d) 4
e)l

2. Dois retdngulos sdo semelhantes. O primeiro
deles mede 10 centimetros de largura por 8
centimetros de comprimento. O segundo retangulo
mede 20 centimetros de largura por 16 centimetros



de comprimento. Qual é a razdo de semelhanca entre
a area do poligono maior e a area do poligono
menor?

a) 0,25

b) 0,5

c)2

d) 4

e)8

3. Qual é a razdo de semelhanca entre dois
poligonos cujas areas medem 25 cmZe 36 cm?,
respectivamente?

a) 0,43
b) 0,53
c) 0,63
d) 0,73
e) 0,83

4. Dados dois poligonos semelhantes, determine
a area do menor sabendo que a area do maior é igual
a 64 cm? e que a razdo de semelhanca entre eles é de
0,5.

a) 8 cm?
b) 16 cm?
c) 20 cm?
d) 40 cm?
e) 256 cm?

5. Existem alguns procedimentos que podem ser
usados para descobrir se dois tridngulos sdo
semelhantes sem ter de analisar a
proporcionalidade de todos os lados e, ao mesmo
tempo, as medidas de todos os angulos desses
tridngulos. A respeito desses casos, assinale a
alternativa correta:

a) Para que dois tridngulos sejam semelhantes, basta
que eles tenham trés angulos correspondentes
congruentes.

b) Para que dois tridngulos sejam semelhantes, basta
que eles tenham dois lados proporcionais e um
angulo congruente, em qualquer ordem.

c¢) Para que dois tridngulos sejam congruentes, basta
que eles tenham os trés lados correspondentes com
medidas proporcionais.

d) Dois triangulos que possuem dois lados
correspondentes  proporcionais nao  serao
semelhantes em qualquer hipotese.

e) Dois tridngulos que possuem apenas dois angulos
correspondentes congruentes ndo podem ser
considerados semelhantes.

6. Qual o valor de x nos tridngulos a seguir?

30 cm

c,{/ 56 o6 -
18 cm 36 cm

a) 48 cm
b) 49 cm
c) 50 cm
d) 24 cm
e) 20 cm

7. Na imagem a seguir, é possivel perceber dois
triangulos que compartilham parte de dois lados.
Sabendo que os segmentos BA e DE sdo paralelos,
qual a medida de x?

B
M D
#:
100 m 160 Mo
X E e
/

a)210m
b) 220 m
c) 230 m
d) 240 m
e) 250 m
8. Para descobrir a altura de um prédio, Luiz
mediu a sombra do edificio e, em seguida, mediu sua
prépria sombra. A sombra do prédio media 7
metros, e a de Luiz, que tem 1,6 metros de altura,
media 0,2 metros. Qual a altura desse prédio?
a) 50 metros
b) 56 metros
c) 60 metros
d) 66 metros
e) 70 metros



Capfitulo 7 - Estudo dos Triangulos Retangulos

Triangulos Retangulo

Pitagoras foi um filésofo grego que nasceu na
[lha de Samos, provavelmente em 570 a.C., cerca
de cinquenta anos depois do nascimento de
Tales de Mileto.
Filho de um rico comerciante, pode viajar pelo
Egito, pela Babil6nia, e talvez tenha ido até a ndia.
Ao voltar para a Grécia, fixou-se em sua terra
natal, mas, descontente com as arbitrariedades do
governo de Samos, transferiu-se para Croton, uma
colonia grega situada na Itdlia, onde ele fundou a
escola pitagorica.

Nessa escola, estudavam-se Religido, Filosofia,
Politica, Musica, Astronomia e Matematica. O ensino
era dividido em duas categorias: os alunos dos trés
primeiros anos eram chamados ouvintes, e os dos
anos seguintes, matemdticos. Somente aos ultimos
eram revelados os segredos da Matematica. Alids, a
origem da palavra matematica (que significa “o
aprendizado da arte, da ciéncia”) é atribuida a
Pitagoras.

O lema da escola era “Tudo é nimero”. Assim,
seus alunos procuravam explicar por meio dos
numeros tudo o que existe na natureza.

Os pitagoricos formaram uma sociedade secreta
cujo emblema era um pentagrama. Observe que essa
figura é formada pelas diagonais de um pentagono
regular.

A Unica aspiragdo dos pitagoricos era o
conhecimento. Seus estudos trouxeram grandes
contribui¢cbes para a Matematica, principalmente na
Geometria; a maior delas foi, sem duvida,
o conhecido teorema de Pitagoras.

Mesmo depois da morte de Pitagoras, ocorrida
por volta de 500 a.C., a sociedade dos pitagoricos
continuou a existir por mais de quatro séculos.

Elementos de um triangulo retingulo
Todo triangulo retangulo é composto por dois
catetos e uma hipotenusa.

Onde:

a: hipotenusa;

b e c: catetos;

h: altura relativa a hipotenusa;

m e n: projecdes ortogonais dos catetos sobre a
hipotenusa.

Ou seja:

hipotenusa cateto

[s]
A cateto c

Em relagdo aos angulos, sabemos que a soma
das medidas dos angulos internos de um tridngulo é
180°. Assim, nos tridngulos retdngulos, a soma da
medida dos dois angulos agudos de cada triangulo é
90°, ou seja, eles sdo complementares.

Teorema de Pitagoras

Sobre cada lado do triangulo retdngulo abaixo,
desenhou-se uma figura quadrada com lados que
coincidem com os respectivos lados do triangulo.
Cada figura quadrada teve sua superficie dividida
em quadradinhos, todos congruentes entre si.
Considerando como unidade de medida a area de
cada quadradinho, nota-se que a area do quadrado
maior (azul) é igual a soma das areas dos quadrados
menores:

25=16+9

Em todo triangulo retangulo, a area do quadrado
construido sobre a hipotenusa ¢ igual a soma das
areas dos quadrados construidos sobre os catetos.
Repare que 5, 3 e 4 sdo as medidas dos lados dos
quadrados da figura e, consequentemente, as
medidas dos respectivos lados do tridngulo

retangulo.
Como

25=16+9
, temos

52 =424 32

Essa relacdo existente entre os quadrados das
medidas dos lados desse tridngulo retangulo é valida



para todo triangulo retangulo e é conhecida
como teorema de Pitagoras.

Formalizando, tem-se que: Em todo tridngulo
retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa é
igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Aplicagdes do Teorema

12 aplicacdo: Relagdo entre a medida da diagonal
e a medida o lado de um quadrado: Considere um
quadrado ABCD, de lado | e diagonal d.
Observe que a diagonal divide o quadrado em dois
tridngulos retangulos congruentes.
Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo
retangulo formado a partir da diagonal, temos:
d2=1?+12
d?=21?
d=y282
d=1v2.
Portanto, em um quadrado de lado 1, a medida da
diagonal é 1v/2.

22 aplicagdo: Relagdo entre a pjsponivel em

medida da altura e a medida do https://mundoeducacao.bol.

lado de um triangulo equilatero:
Considere o triangulo equilatero ABCde ladole

altura h.
A
H H
h
el
2 i D 1 B
2 2

Disponivel em: https://mundoeducacao.bol 1

Observe que a alturahdivide o triangulo
ABCem dois tridngulos retangulos congruentes.
Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo
retangulo ACD, temos:
12= h?+ (1/2)?
1°=h* +1%/4
h?=1%-1%/4
h? =31%/4
h=,/31%2/4

W3

h=—
2

Portanto, em um tridngulo equilatero de lado 1,

a altura mede h = ?

Relag¢des métricas em um tridngulo retangulo

Observe o tridngulo ABC, ao lado, com
hipotenusa de
medidaa e
catetos de
medidas b e c.
Tracando a
altura relativa d
“h” a
hipotenusa,
temos:

Disponivel em: https://www.todamateria.com

e BH é a projecdo do cateto AB sobre a
hipotenusa; vamos considerar que
BH =m.
e CH é a projeciao do cateto ACsobre a
hipotenusa; vamos considerar que AC=n.
Considerando 0s triangulos
retangulos ABH e ACH obtidos ao tracar a
altura, podemos estabelecer relagdes
entre as medidas de seus lados e
identificar alguns pares de triangulos semelhantes.
Para determinar as relagdes métricas, vamos
utilizar os critérios de semelhanca de tridngulos.
Considere os triangulos semelhantes ABC, HBA e
HAC, representados nas imagens:

.—|
m H H I
Como os tridngulos ABC e HBA sdo semelhantes,
temos as seguintes proporg¢des:
0l C

=—=c’=a.m
m

C

C

C
a 2
— = = =a.m

C m

Usando queﬂxﬂtgc ~ AHAC encontramos  a
proporg¢ao:

a_b o proqn

b n '

Da semelhanca entre os tridngulos HBA e HAC
encontramos a propor¢ao:



h _ m
—=—=h’=m.n
n
Temos ainda que a soma das projecdes m e n é

igual a hipotenusa, ou seja:

E
01

02

03

a
b.
c

d

€.

04
ea

© oo ow

© o0 o

® o0 o

a=m-+n

xercicios Propostos
(FEI-SP) Em um tridngulo retangulo, a altura
relativa a hipotenusa mede 12 cm e a diferenga
entre as medidas das proje¢des dos catetos sobre a
hipotenusa é 7 cm. A hipotenusa desse tridngulo
mede:

10 cm

15 cm

20 cm

25 cm

30 cm
(UEL-PR) As medidas, em centimetro, dos trés
lados de um tridngulo retangulo sdo expressas por
(x - 2),xe(x + 2). A medida, em centimetro, da
hipotenusa desse triangulo é:
5
8
10
12
. 14
(FEI-SP) Se em um tridngulo os lados medem 9, 12
e 15 cm, entdo a altura relativa ao maior lado mede:

8,0 cm

7,2 cm

6,0 cm

5,6 cm

4,3 cm
(Fuvest-SP) Um trapézio retangulo tem bases 5 e 2
ltura 4. O perimetro desse trapézio é:
13
14
15
16
17

Capitulo 8 - Razdes trigonométricas no tridngulo
retangulo

Razoes
retangulo

trigonométricas no triangulo

J& vimos que os matematicos estabeleceram
importantes relacdes entre as medidas dos angulos
e as medidas dos lados de um tridngulo.

0 ramo da Matematica que estuda essas relacdes
¢ chamado deTrigonometria. A  palavra
“trigonometria”, de origem grega, significa “medida
das partes de um triangulo”. Sabe-se que a
Trigonometria era usada para determinar distancias
que ndo podiam ser obtidas com instrumentos de
medidas, como, por exemplo, a distancia entre os
planetas.

Neste capitulo, estudaremos trés razodes
trigonométricas: seno, cosseno e tangente de um
angulo agudo.

Seno de um angulo agudo

Em todo triangulo retangulo,
denominamos seno de um angulo agudo a razio
entre a medida do cateto oposto a esse angulo e a

medida da hipotenusa. Matematicamente, temos:
_Cateto oposto

Sena =—
Hipotenusa
Exemplo: (UFPI) Um avido decola, percorrendo
uma trajetéria retilinea, formando com o solo um
angulo de 30° (suponha que a regido sobrevoada
pelo avido seja plana). Depois de percorrer 1.000
metros, a altura atingida pelo avido, em metros, é:

1000m

30°

Utilizando a férmula para o calculo do seno, temos:
sen30°=_x

1000
1= x
2 1000
2x=1000
x=1000
2
x=500m

Portanto, o avido atingiu 500 m de altura.

Cosseno de um angulo agudo

Em todo triangulo retangulo,
denominamos cosseno de um angulo agudo a razdo
entre a medida do cateto adjacente a esse angulo e a
medida da hipotenusa. Matematicamente, temos:

Cateto Adjacente
Cosa =—————
Hipotenusa

Exemplo: (CEFET-MG - adaptado) Uma escada
que mede 6m esta apoiada em uma parede. Sabendo-
se que ela forma com o solo um angulo a e que



cos a = /5.
3
A distancia de seu ponto de apoio no solo até a
parede, em metros, é:
Podemos ilustrar a situacao descrita pelo enunciado
do problema com a seguinte figura:

ém

a

X

Utilizando a férmula para o calculo do cosseno,
temos:

3
X= 2\/ 5
A distincia do ponto de apoio até a parede é de
aproximadamente 2v5 metros.

Tangente de um angulo agudo

Em todo triangulo retangulo,
denominamos tangente de um angulo agudo a razdo
entre a medida do cateto oposto a esse dngulo e a
medida do cateto adjacente a esse angulo.

Matematicamente, temos:
Cateto Oposto
Tga = p

“Cateto Adjacente

Exemplo: Qual o comprimento da sombra de uma
arvore de 5m de altura quando o sol estd a 30° acima
do horizonte?

s
TgB=AC/AB=5/s
Uma vez que B = 30° temos que a:
TgB=30°=v3/3=0,577
Logo,
0,577 =5/s
s=5/0,577
s=8,67

Tabela das Razdes trigonométricas

As razdes trigonométricas sdo aplicadas na
resoluciao de uma grande variedade de problemas.

As primeiras tabelas trigonométricas foram
feitas pelo astronomo grego Hiparco de Niceia (180-
125 a.C.), a quem se atribui estabelecimento das
bases da Trigonometria.

Mais tarde, Claudio Ptolomeu (85-165 d.C.),
astrénomo, matematico e gedgrafo grego, ampliou o
trabalho de Hiparco com a obra Sintaxe matemdtica,
considerada a mais influente e significativa obra
sobre Trigonometria da Antiguidade. E conhecida
também como Almagesto, que em arabe significa “o
maior”.

A seguir, tem-se uma tabela dos valores
aproximados do seno, cosseno e tangente dos
angulos de 1° a 89°.

1° 0,017 5 0,999 8 0.017 5
2° 0.034 9 0,999 4 0,034 9
3° 0,052 3 0,998 6 0,052 4
a° 0,069 8 0,997 6 0,069 9
5° 0,087 2 0,996 2 0,087 5
6° 0,104 5 0,994 5 0,105 1
7° 0,121 9 0,992 5 0,122 8
8° 0.139 2 0.990 3 0,140 5
9° 0.156 4 0,987 7 0.158 4
10° 0,173 6 0.984 8 0.176 3
11° 0.190 8 0,981 6 0,194 4
12° 0.207 9 0.978 1 0.212 6-
13° 0,225 0 0,974 4 0.230 9
14° 0.241 9 0.970 3 0.249 3
15° 0,258 8 | 0,965 9 0.267 ©
16° 0,2756 | 0,961 3 0.286 7
17° 0,292 4 0,956 3 0.305 7
18° 0.3090 | 0,951 1 0,324 9
19° 0.3256 | 0,945 5 0,344 3
20° 0,332 0 | 0,939 7 0,364 O
21° 0.3584 | 0,933 6 0,383 9
22° 0,374 6 | 0,927 2 0,404 O
23° 0.390 7 0,920 5 0,424 5
24° 0.406 7 | 0,913 5 0.445 2
25° 0.,4226 | 0,906 3 0,466 3
26° 0,438 4 0,898 8 0.487 7
27° 0,454 0 | 0,891 0 0,509 5
28° 0,4695 | 0,882 9 0,531 7
29° 0,484 8 | 0,874 6 0,554 3
30° 0,500 0 | 0,866 0 0,577 4
31° 0,515 0 0.857 2 0.600 9
32° 0,529 9 0.848 0 0.624 9
33° 0.5494 6 0.838 7 0.649 4
34° 0.559 2 0.829 0 0.674 5
35° 0,573 6 0.819 2 0,700 2
36° 0.587 8 0.809 0 0,726 5
37° 0,601 8 0.798 6 0,753 6
38° 0,615 7 0,788 0 0,781 3
39° 0.629 3 0,777 1 0,809 8
40° 0,642 8 0,766 O 0.839 1
41° 0,656 1 0.754 7 0,869 3
42° 0,669 1 0.743 1 0,900 4
43° 0,682 0 0.731 4 0,932 5
44° 0,694 7 0,719 3 0,965 7
45° 0,707 1 0.707 1 1.000 O
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46° 0,719 3 0.6949 7 1,035 5
47° 0,731 4 0,682 O 1,072 4
48° 0,743 1 0,669 1 1.1106
49° 0,754 7 0,656 1 1,150 4
50° 0,766 O 0,642 8 1.191 8
51° 0,777 1 0,629 3 1,234 9
52° 0,788 O 0,615 7 1,279 9
53° 0,798 6 0,601 8 1,327 O
54° 0,809 O 0,587 8 1.376 4
55° 0,819 2 0,573 6 1,428 1
56° 0.829 0 0,559 2 1,482 6
$7° 0,838 7 0,544 6 1,539 9
58° 0,848 O 0.529 9 1,600 3
59° 0.857 2 0.515 0 1.664 3
60° 0,866 O 0,500 O 1,732 1
61° 0,874 6 0,484 8 1,804 0
62° 0.8829 | 0,4695 1,880 7
63° 0.8910 | 0,454 0 1,962 6
64° 0.8988 | 04384 2,050 3
65° 0,906 3 | 0,422 6 2,144 5
66° 0,913 5 0,406 7 2,246 0
67° 0,920 5 0,390 7 2,355 9
68° 0,927 2 | 0,374 6 2,475 1
69° 0,933 6 0,358 4 2,605 1
70° 0,939 7 0.342 0 2,747 5
71° 0,945 5 0,325 6 2,904 2
72° 09511 | 0,309 0 3,077 7
73° 0,956 3 | 0,292 4 3,270 9
r L 5 0,961 3 0,275 6 3,487 4
75° 09659 | 0,258 8 3,732 1
76° 0.970 3 0,241 9 40108
77° 0,974 4 0,225 0 43315
78° 0,978 1 0,207 9 4,704 6
79° 0,981 6 0,190 8 5,144 6
80° 0,984 8 0,173 6 5,671 3
81° 0,987 7 0,156 4 6,313 8
82° 0,990 3 0,139 2 7.115 4
83° 0,992 5 0,121 9 8,144 3
84° 0,994 5 0.104 5 9,514 4
85° 0,996 2 0,087 2 11,430 1
86° 0,997 6 0,069 8 14,300 7
87° 0,998 6 0,052 3 19,081 1
88° 0,999 4 0,034 9 28,636 3
89° 0,999 8 0.017 5 57.290 0
Disponivel em:

http://mileidestonsis.blogspot.com/2011/04/tabelat

rigonometrica

Razdes trigonométricas nos angulos notaveis

Considere as figuras:

D

A

45°

C

!

B

Quadrado de lado I e diagonal f\E

C

13

Triangulo equilatero de lado / e altura 2

Seno, cosseno e tangente de 302

Aplicando as defini¢des de seno, cosseno e tangente
para os angulos de 302, temos:

13 !
R
H ] B
P
{
sen =0°= 2 _
{
13
cos A= 2
{
{
o 2
tg 20%= —=—
e

1
2
3143
i 2
h2 143
2443 3

Seno, cosseno e tangente de 452

Aplicando as definicdes de seno, cosseno e

tangente para um angulo de 452, temos:

gen 45°=

cogds®=

1.2

i,
to 45°= =2 =1
SR

C

— ﬁ_ﬂ|_.

)

S

)

Seno, cosseno e tangente de 602

Aplicando as defini¢des de seno, cosseno e tangente

para um angulo de 602, temos:
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IER 0
senﬁ[ﬁl”:i:ﬁ_l:ﬁ o
j 2 E' 2 14 FE] 3.,.'5
{
casﬁﬂ”:gz\iE:l A 2 E
{ 2% 2

o 2 k33 0
tgﬁ[:l =T=TE=\E 16 :—’ 2
2 . ;
Resumindo:

5. Sabendo que o triangulo retangulo da figura abaixo
X senx cosx tgx é isosceles, quais sdo os valores de tg A e tg E?

1 3 3

300 |— — |— E

2 2 3
4509 E E 1

j_ 2

2 |1
602 — |— 3 A
> 3 B .
6. Encontre a medida RA sabendo que tg A = 3.
Exercicios Propostos =

1. No tridngulo retdngulo da figura abaixo,
determine as medidas de x e y indicadas

(Use: sen 65° =0,91; cos 65°=0,42 ; tg 65° g
=2,14)
v A,
3 7. Encontrexey:
H
y 20.2
2. Considerando o triangulo retangulo ABC da figura,
determine as medidas a e b indicadas. (Sen 60° = e
0,866) "
c
B0
2 b
B 123 A y
3. Sabe-se que, em um tridngulo retangulo isésceles, "

cada lado congruente mede 30 cm. Determine a
medida da hipotenusa desse tridngulo.

4. Nos tridngulos das figuras abaixo, calcule tg A, tg E, 9«4@
tg 0:

30

8. 0O valor do seno de um dngulo varia de acordo com
as medidas dos lados do tridngulo, ou de acordo
com a medida do angulo?

9. Construa em seu caderno um tridngulo retangulo
com um dos angulos internos medindo 45°. Depois,
com uma régua, determine a medida aproximada,
em centimetro, dos catetos e da hipotenusa.



Qual é o valor aproximado da razio entre a
medida do cateto adjacente ao angulo de 45° e a
medida da hipotenusa desse triangulo?

Qual é o valor aproximado de cos 45°?

Qual é o valor da razdo entre a medida do cateto
oposto e a medida do cateto adjacente ao dngulo
de 45°?

Qual é o valor de tg 45°?

Capitulo 9 - Circunferéncia e circulo

Circunferéncia e arco de circunferéncia

3

Circunferéncia: circunferéncia é a linha formada
por todos os pontos de um plano que estdo a mesma
distancia de um ponto fixo desse plano, chamado de
centro.

Na circunferéncia abaixo, o centro é o ponto O.

A

Considere a circunferéncia a seguir e alguns de

seus elementos.

A

Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/ 1

0 é o centro.

Raio: segmento de reta que possui uma extremidade
no centroe a outra em um ponto qualquer da
circunferéncia.

Corda: segmento de reta cujas extremidades sdo
dois pontos quaisquer da circunferéncia.

Diametro: corda que passa pelo centro da
circunferéncia.

Obs.: dois pontos distintos de uma circunferéncia a
dividem em duas partes. Cada uma dessas partes é
chamada de arco.

Arco menor Arco maior

Disponivel em: http://www.universiaenem.com.br
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Obs.: Quando os extremos A e B coincidirem com os
extremos de um didmetro, cada um dos arcos sera
chamado de semicircunferéncia.

Comprimento de uma circunferéncia
Para calcular o comprimento de qualquer
circunferéncia, precisamos ter a medida do raio (r).
Sabendo o valor do raio, o comprimento da
circunferéncia é dado pelo produto do raio e 2
por i (nimero irracional cujo valor aproximado é
3,14). Seja Co comprimento da circunferéncia,
temos a seguinte férmula:
C=2-r
Como o didmetro é igual a medida do raio
multiplicado por dois, temos ainda que o
comprimento do raio pode ser dado da seguinte
maneira. O comprimento da circunferéncia
(considere d = didmetro):
C=1d
Medida de um arco de circunferéncia
Em uma mesma circunferéncia, o comprimento
de um arco (em determinada unidade) ¢é
diretamente proporcional a sua medida angular (em
grau). Sendo assim, segue alguns exemplos:
1. Um arco de 60° tem o dobro do
comprimento de um arco de 30°.
2. Um arco de 902 tem o triplo do
comprimento de um arco de 302
3. Um arco de 1509 tem o quintuplo do
comprimento de um arco de 302
Assim, é possivel determinar uma proposicao
onde o comprimento do arco se relacionara com o
comprimento do dngulo central da circunferéncia.
Dessa forma, temos:

Comprimento Medida do

do arco angulo central
2nr 360°
¢ o

Assim, temos que:

2nr _ 360°

Circulo

Circulo é o conjunto de pontos resultantes da
unido entre uma circunferénciae seus pontos
internos. Em outras palavras, o circulo é a area cuja
fronteira é uma circunferéncia.
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Capitulo 10 - Poligonos regulares e regides
circulares

Poligono regular

Um poligono é regular quando todos os seus
lados sdo congruentes entre si e todos os seus
angulos sdo congruentes entre si.
Veja alguns exemplos de poligonos regulares:

a b. .
N
/ﬁoc\ 1 1207 i
/ \ — 1200 120°
)( X . .
/ N\ ~ 1200 120°,—
/ \ )

N 1200
60° 60° A

Propriedades dos poligonos regulares
12 propriedade

Uma das propriedades dos poligonos regulares
é: sempre é possivel tracar uma circunferéncia
circunscrita a eles.

Dizemos entdo que todo poligono regular pode
ser inscrito em uma circunferéncia. Em um poligono
inscrito em uma circunferéncia, todos os vértices
pertencem a circunferéncia, como observamos no
hexagono regular abaixo.

2a propriedade

Os poligonos regulares apresentam também
outra propriedade: sempre é possivel inscrever
neles uma circunferéncia.

Em um poligono convexo circunscrito a uma
circunferéncia, cada um dos lados tem apenas um
ponto em comum com a circunferéncia, como
observamos no octdégono regular abaixo.

Para circunscrever um poligono regular
de nlados em uma circunferéncia, basta dividi-la
em n partes iguais e tragar todas as tangentes nos
pontos de divisdo, determinando, assim, os lados do
poligono.

Elementos de um poligono regular
Para determinar os elementos de um poligono
regular vamos analisar a seguinte figura:

E D

e centro do poligono: centro da
circunferéncia circunscrita a ele (ponto 0);
e raio do poligono: raio da
circunferéncia circunscrita a ele;

e apoétema do poligono: segmento que
une o centro do poligono ao ponto médio de
um de seus lados;

e angulo central: aquele cujo vértice é o
centro do poligono e cujos lados contém
vértices consecutivos do poligono .

e angulo interno: aquele que é formado
por dois lados consecutivos do poligono .

e angulo externo: suplemento do angulo
interno correspondente.

Representando por a. a medida de cada angulo
central de um poligono regular de nlados, pora;a
medida de cada angulo interno desse poligono e
por S;a soma das medidas desses angulos internos,
temos:

. s
-0 5 & 5-(n-2)-180°

d ;
c n i N

Area de um Poligono regular
Considere um poligono regular de n lados.

Considerando 1a medida do lado do poligono

e “a” a medida de seu apotema, a area do triangulo
AOB é dada por:

{£-a
2

Como o poligono tem n lados, podemos decompo-lo
em n tridngulos congruentes ao tridngulo AOB.
Assim, sua area total é:

. nL , .
Analise que—¢é a metade do perimetro do

poligono regular de n lados. Chamamos
de semiperimetro a metade do perimetro de um
poligono e o indicamos por p. Assim:



Portanto, a 4rea de um poligono regular é igual
ao produto de seu semiperimetro (p) pela medida do
ap6tema (a) desse poligono. Ou seja:

A:p.a

Area de regides Circulares

Area do circulo
Considere um circulo de centro O e raio de
medidar. Vamos inscrever nesse circulo um

poligono regular de nlados, sendo aa medida do
apétema do poligono.

Supondo que o numero de lados (n) cresca
indefinidamente, acontecera o seguinte: o perimetro
do poligono regular vai se aproximar do
comprimento da circunferéncia C = 2-mr e,
portanto, o semiperimetro p se aproximara de m-r;

A medida do apétema do poligono regular vai se
aproximar do raio do circulo;

A area do poligono regular vai se aproximar da
area do circulo.

Assim, considerando que a area do circulo é
aproximadamente igual a area de um poligono
regular com um nimero grande de lados, temos:

A:."!..llr.'- ) p ©d
Y |
mwr

circule - e r

Assim, os matematicos conseguiram provar
que:

circulo

Area de uma coroa circular

Na figura abaixo, temos dois circulos
concéntricos (circulos que possuem o0 mesmo
centro). O circulo menor tem raio de medidar, e o
maior, raio de medida R.

Now

Wao oo

77
/

A parte externa da figura, ou seja, a parte em
vermelho, é chamada de coroa circular.

Observe que a area da coroa circular ¢ igual a
diferenca entre a area do circulo de maior raio e a
area do circulo de menor raio, ou seja:

= nR? — nr?

coroa circular

= n(R? - r?)

COMa circular

Area de um setor circular
Todo angulo central determina em um circulo
uma regido chamada de setor circular.

Observe na ilustragdo o setor circular cujo
angulo central mede a. A area desse setor circular é
diretamente proporcional a medida do seu angulo
central, em grau. Assim:

Area Medida do angulo central

mr? 360°

nr

selof cireular

satod ciruilar a

Portanto, a area de um setor circular de raio re
angulo central de medida a, em grau, é dada por:

A o ¢ T

setor circular

- 3B0°

Exercicios Propostos
Em uma circunferéncia de 15 cm de raio, o arco de
um setor circular mede 10 cm. Determine:
a medida, em grau, do angulo central desse setor;
a area desse setor.
0 angulo central de um setor circular mede 60° e
sua area é 16T cmz. Calcule:
a area, em cm?, do circulo que contém esse setor;
o comprimento da circunferéncia desse circulo;
o comprimento do arco desse setor.
0 perimetro de um hexagono regular inscrito em
uma circunferéncia mede42 m. Calcule o



perimetro do quadrado inscrito  nessa
circunferéncia.
A medida do lado de um quadrado inscrito em uma
circunferéncia é 8Y2 cm. Calculea medida do
apétema do triangulo equilatero inscrito nessa
circunferéncia.
(PUC-R]) Triplicando-se o raio de uma
circunferéncia:

a. area é multiplicada por

b. o comprimento é multiplicado por

C. aarea é multiplicada por 9 e o comprimento
por 3.

d. a 4area e o comprimento sdo ambos
multiplicados por 3.

e. aarea é multiplicada por 3 e o comprimento
por 9.

INSTITUTO EDUCACIONAL

DFVERA

RUZ

ra

MATEMATICA | 92 ano

Pégina3 3



Referencias

GUELLI, Oscar. Dando corda na trigonometria. Sao
Paulo: Atica, 2000. (Colegio Contando a Histéria da

Matematica)

IMENES, Luiz Marcio; JAKUBOVIC, José; LELLIS,
Marcelo. Equacdo do 2¢ grau. Sao Paulo: Atual,

2004. (Colecao Pra que serve Matematica?)

MACHADO, Nilson José. Lgica? E légico! Sdo Paulo:

Scipione, 2000. (Colecdo Vivendo a Matematica)

MIANI, Marcos. Matematica/9% ano. 12 Ed. Sao
Paulo. IBEP. 2012 (Colecao Eu gosto mais)

https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematic

a/circulo-circunferencia.htm. Acesso em

20/01/2019

https://www.somatematica.com.br/fundam /raztri

g/razoes3.php. Acesso em 20/01/2019

https://sabermatematica.com.br/comprimento-de-

arco.html. . Acesso em 20/01/2019

https://www.todamateria.com.br/razoes-

trigonometricas/. Acesso em 20 de janeiro de 2019

https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematic

a/diagonal-quadrado.htm. Acesso em 20 de janeiro
de 2

INSTITUTO EDUCACIONAL

VERA CRUZ

4

MATEMATICA | 92 ano

Péginag 4


https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/circulo-circunferencia.htm
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/circulo-circunferencia.htm
https://www.somatematica.com.br/fundam/raztrig/razoes3.php
https://www.somatematica.com.br/fundam/raztrig/razoes3.php
https://sabermatematica.com.br/comprimento-de-arco.html
https://sabermatematica.com.br/comprimento-de-arco.html
https://www.todamateria.com.br/razoes-trigonometricas/
https://www.todamateria.com.br/razoes-trigonometricas/
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/diagonal-quadrado.htm
https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/diagonal-quadrado.htm

